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0.1 Pseudoinverzne matrice

Neka je A = [a;j]mxn € R™*" realna matrica tipa m x n. Na§ zadatak je da nademo realnu matricu
X € R™™ tipa n X m koja je reSenje sistema :

(D A-X-A=A
(2) X-A-X=X
3 A-X)T=A-X
@ X-AT=X-A.

Takva matrica X uvek postoji i jedinstvena je, [Penrose5S]. Matrica X koja je reSenje datog sistema
matri¢nih jednacina naziva se . Primetimo, da je Moor-Penrose-ov inverz
regularne matrice A njena inverzna matrica. Izuzev matrice koja je resenje sve Cetiri Penrose-ove
jednacine, od interesa ¢e nam biti i one matrice koje su resenje samo neke od matric¢nih jednacina.
Pa tako skup resenja jednacine (j), 1 < j <4, oznaCavamo sa A{j}, preciznije:

A{1}={X €R™™|A-X -A=A}
A{2} ={X eR™™|X .A-X =X}
A3} ={XeR™" | (A-X)T =A-X}
A{d} ={X eR™™ | (X-A)T =X A}

Proizvoljan element skupa A{j} oznatavamo sa A) i nazivamo ga {j}-inverz, 1 < j < 4. Dalje,
oznaku A{i, j} koristimo za presek skupova A{i} i A{j}, tj. za skup reSenja jednacina (i) i (j),
1 <i < j < 4. Proizvoljan element skupa A{i, j} oznalavamo sa A("/) i nazivamo ga {i, j}-inverz,
1 <i < j<4. Takode, skup reSenja jednacina (i), (j) i (k), 1 <i < j <k <4, oznaCavamo sa
A{i, j,k}, proizvoljan element iz datog skupa oznacavamo sa A(/4) i nazivamo ga {i, j, k}-inverz.
U slucaju da je A = [a;j]mxn € C"™*" kompleksna matrica sistem Penrose-ovih jednacina glasi:

() A-X-A=A
(2 X-A-X=X
(3) (A-X)*=A-X
@) (X-A)=X-A,

gde je * konjugovano transponovanje. Konjugovano transponovana matrica matrice A je matrica

A* = (Z)T = [@;mxn = [@;laxm> gde je a;; konjugovano kompleksan broj broja a;;.

Definicija 0.1.1 Neka je A = [ajj]mxn € R™*" proizvoljna matrica. Matricu X € R"" tipan x m
koja zadovoljava neku od Penrose-ovih jednacina (1)-(4) nazivamo
matrice A.

Detaljan pregled teorije pseudoinverznih matrica moze se naéi u knjigama [BenGreville03,
Bapat12, CampbellMeyer(09, Ravishanker01].

1
Neka je A = [a;j]mxn € R™*" proizvoljna matricai P-A-Q =E, = [ﬁ?‘%} normalna forma

matrice A. Matrice P i Q su proizvodi elementarnih matrica reda m, odnosno n, koje uspostavljaju
ekvivalenciju izmedu matrica A i E,, gde je I, jedini¢na matrica i r rang matirce A. ili
matrice A je bilo koja matrica X koja zadovoljava jednaCinu A-X -A = A. Svaka
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I | X
matrica oblika X = Q- [ Xr Xl } - P, gde je I, jedini¢na matrica reda r, a X1, X, i X3 proizvoljne
2| 43
matrice redom tipa r X (m—r), (n—r) X ri (n—r) x (m—r), jeste {1}-inverz matrice A. Zaista,
kako su matrice P i Q regularne vazidaje A =P~ !. g) g -Q~!, pa prema tome imamo:
I, 1O I | Xi I, | O
AXA = P L. | X .0 l.0 |- p.p~l.| 2L .01
oo et o
— p-1. Iy 0 I | Xi I ‘ @) Qil
0|0 X, | X3 0|0
[ | X I, | O
_ p-1. r 1 . r —1
=F O] 0O } [(O) (D)] ©
I, | O
=Pl |40 '=A
5o ¢

Moze se pokazati i obrat tvrdenja, tj. da se svaki {1}-inverz moze predstaviti u obliku proizvoda
I | Xi
X5 | X3

. I, | X . .
n—r) X (m—r) matricu Q- 4 L | . P nazivamo matrice A. U opsStem
X | X P
2 | 43

{1}-inverzu matrice A broj slobodnih parametara je N; = n-m — r?. Za konkretno izabrane matrice

. . I | X
X1, X, 1 X3 matricu Q- [ !

matrica Q- [ } - P. Za proizvoljne matrice X;, X» i X3 redom tipa r x (m—r), (n—r) X ri

- P nazivamo matrice A.
X | X3 }

Zadatak 0.1 Data je matrica A = { i 1 ; . Odrediti opsti {1}-inverz matrice A.
ReSenje.
(1 1 3|1 0 11 3] 10
11 2/0 1 00 —1]-11
[#] —_ | T 00 ~| 7T 0 0
3 010 01 0
0 0 1 00 1
11 0] -2 11 0]-—2 3
00 —1|-11 00 1| 1 —1
~ |10 0 ~ |77 0 0
01 0 01 0
0 0 1 00 1
1 0 0|-—2 3 10 0|-2 3
0 0 1| 1 —1 0 1 1 -1
~ [T -1 0 ~ 11 0 — :[% P]
0 1 0 00
0 01 0 1
10 —1
P—[_? _?] o=|0o0 1
01 0



Resenje.

i

1%

1 0 1 0 -1 1 0 5 3
= Q|1 0 1|-P=|00 1 0 1 [ ) _1}
X1 X 0 1 0 X1 X2
l—x1 —x —242x1—xp 3—3x1+x
-2 3
= X1 X2 |: 1 —1 :| = —2x1+x3 3x1 —xp
0 1 -1
1 23
Zadatak 0.2 Data je matricaA= | 4 5 6 |.Odrediti opsti {1}-inverz matrice A
7 8 9
1 2 3|1 0 07 1 2 3/ 1 0 07
4 56/010 0 -3 —-6/-410
B 789|001} _ [0 -6 —12|-7 0 1
N ) |1t 0o o
010 0 1 0
L0 0 1 i L0 0 1 i
(1 2 3, 1 o007 [1 2 -1 1 0O 0]
0 -3 -6/-4 10 0 -3 0|—-4 10
~ O 0 o 1 -21|_10 0 O] 1 =21
N 1 0 O |1 0 0
0O 1 0 0 1 =2
L0 0 1 1l L0 0 1 i
I 0 0] 1 0 0] 1 0 01 0 0]
0 -3 0/-4 10 0 1 0|3 -1 0
0 0 0] 1 —21|_]0 0 0|1 21| [E]|P
1 -2 1 Tl -2 1 [ 0 |
0o 1 =2 0o 1 =2
0 0 1 i L0 0 1 i
1 00 1 -2 1
P=|% -1 0 o=|0 1 -2
1 -2 1 0 0 1
1 -2 1 1 00
Q- P=|0 1 -2 $ 30
0 0 1 1 -2 1
[ 14x; —24x y1—2»m+z 1
—2x 1-2x, yzzz][;‘
L X1 X2 Z 1 -2 1
[ —34xi+ 304y —2n+2 3—10-20 44, —2z yi—20n+z
%—2x1—§XZ+y2—2Z —%+%xz—2y2+4z y2—2z
X1+%XQ+Z —%XZ—ZZ z

Zadatak 0.3 Data je matrica A =

N O N
— O =
[\ST \S B am i b

. Odrediti opsti {1}-inverz matrice A.
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Resenje.
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Zadatak 0.4 Dokazati da je jedan {1}-inverz matrice J,, = [1],x, matrica %In.
Resenje. Vazi Jy- 11,0y = 172 = L[n), 0 = [1nsn = Ja. O

Zadatak 0.5 Dokazati da je jedan {1}-inverz dijagonalne matrice D = diag(d,, da, ... d,) dijago-

1
-, d; #0
nalna matrica G = diag(g1, g2, - - - &) za koju vazi g; = { 6’1" dl 7 0
) i — Y.
Resenje. VaZi:
D-G-D = diag(d17d27"' ) dlag(gl7g27' gl’l)dlag(dhdZadn)
= diag(d\-g1-d1,dr-g2-da, ... dy g dy)
= diag(dy, ds, ...dy). o

Zadatak 0.6 Neka je A = [a;j|mxn € R™*" realna matrici tipa m x n ranga r. Neka je P € R™*™

I} C ] . Tada je jedan {1}-inverz matrice A dat sa

ORNO)
I. | O
X—[@‘U]'P-

Resenje. Za {1}-inverz X matrice A vazi A-X -A = A. Matrica P je regularna matrica kao proizvod
14
0|0

matrica za koju vazi P-A = [

elementarnih matrica reda m. Prema tome, za matricu A vaziA = P~ ! . [ ] . Imamo:

. _— _1. IrC- Ir@--_l- IrC
AXA_P[@@ oo | """ "|ofo

1|0 I.|C I.|C
_ 71_ r . r :71‘ r —
- 7 [g1e] o] - [ere] 4

Zadatak 0.7 Neka je A € R™" regularna matrica. Dokazati daje A{1} = {A~'}.

Resenje. Podsetimo se, A{1} = {X e R"" | A-X-A = A}. MnoZenjem sleva i zdesna matri¢ne
jednakosti A-X -A = A sa matricom A~!, dobijamo da je X = A~!, gde je X proizvoljan {1}-inverz
matrice A. Prema tome, A{1} = {A~'}. O

Zadatak 0.8 Neka je A € R i A() € R proizvoljan {1}-inverz matrice A. Dokazati da su
matrice A-A1) § A(D . A idempotentne.

Resenje. Podsetimo se, matrica M je idempotentna ako vaZi da je M?> = M. Za {1}-inverz AW
matrice A vazi A-A(1) . A = A. Prema tome, imamo:

A. A = (A A -A) A = (A .A(l)) . (A .A(l)) — (A-A(l))z

A A =AW, (A A -A) - (A(l) ~A) . (A(l) ~A) - (A(l) .A)z‘ -

Zadatak 0.9 Nekaje A € R i A € R™™ proizvoljan {1}-inverz matrice A. Dokazati da su
matrice I, — A AW § 1, —AM.A idempotentne.
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Resenje. Dokazaéemo samo da je matrica I,, — A - A() idempotentna. Za matricu I, — A(!) - A dokaz
izvodimo analogno. Zaista, imamo:

(Im—A-A(l))z — Im—2A-A(1)—|—(A-A(l))z:Im—ZA-A(l)—i—(A-A(l)-A)-A(l)
= L,—2A-A04A.AD =1, —A.AD, 0

b

Zadatak 010 (a) Neka je A = [ Z d

] € R?*2 matrica za koju vazi rang(A) = 1ia # 0.

1
Dokazati da je d = bai i da je jedan parcijalni {1}-inverz matrice A dat sa X = [ 8 8 ] .

(b) Odrediti jedan parcijalni {1}-inverz matrice A = [ ; 2 ] )

(c) Nekaje H= [ Ié g } € R™*" blok matrica za koju vazi rang(H) = rang(A) = r,A € R™,
B e R™>*=1) € e Rn=nxrj p e RUm=r)x(n=r) Dokazati daje D =C-A~'-B1ida je jedan
-1
parcijalni {1}-inverz matrice H dat sa X = [ %) g ] e R™m,
1 2 3
(d) Odrediti jedan parcijalni {1}-inverz matrice H= | 4 5 6
7 8 9

Resenje.

(a) Rang matrice A, koja je reda 2, jednak je 1. Prema tome, determinanta matrice A jednaka je
0. Imamo det(A) =a-d—b-c=01a # 0, $to implicira d = bdi. Matrica X je {1}-inverz

matrice A ako vaziA-X -A =A.
[a b 107 Ta b 1 0] [a b a b a b
e [Cal s o[ al [ o e el [e e ][]

(b) Na osnovu prethodnog primera zakljucujemo da je jedan parcijalni {1}-inverz matrice A dat

saAll) = (1) 8 ] . Opsti {1}-inverz matrice A odredujemo slede¢im postupkom:
1 2/1 0 1 2] 1 1 0 1 0
AlDL _ 36/01 ) _,]100/-31(_(0 0]-31}| |E ‘ P
b - 1 0 |10 =) 1 o]
0 1 01 0 1

~[31] o]

o[-0 TS

_ [12x y2z}[ 1 O}_[12x3y+6z yZZ]

e
|

X z -3 1 x—3z z

Parcijalni {1}-inverz A(") dobijamo iz opteg {1}-inverza X zax =y =2z=0.



(c) Vrste matrice H razmatramo kao vektore u vektorskom prostoru R” nad poljem R. Kako
je rang matrice A jednak r, prvih r vrsta matrice H su linearno nezavisne. Rang matrice H
je takode jednak r, pa se poslednjih m — r vrsta moZe predstaviti kao linearna kombinacija
prvih r. Zaista, postoji matrica T € R"=")%" takva da vaZi [ C D } =T- [ A B ] e
[ T-A T-B ]. Rang matrice A je jednak njenom redu, pa je matrica A regularna. Kako
je matrica A regularna, iz C = T - A zakljuéujemo da je T = C-A~!. Zamenom u matri¢nu
jednacinu D = T - B dobijamo D = C-A~! - B. Matrica X je {1}-inverz matrice H ako vazi
H-X-H=H.

wxn = [ 316 S [e 2] (e 8] [6 2]

_[A B _AB_H
- c cA'"'B| |Cc D|

(d) U duhu prethodnog primera imamo da je A = [ i ? ], B = [ 2 ], C = [ 7 8 ] i

D:[9]. Oznacimo vrste matrice H sa v = [ 1 2 3],1}2:[4 5 6] 1vy =
[ 7 8 9 ] . Primetimo da su vrste v; i v, linearno nezavisne, dok se vrsta v3 moze pred-
staviti kao njihova linearna kombinacija, preciznije v3 = —v| + 2v,. Za matricu T vaZi

T:[—l 2].ProvereradiimamoT:C'A_lz[7 8];[_2 _?]:[—1 2]

iD=T-B= [ -1 2 ] . [ 2 ] = [ 9 ] Na osnovu prethodnog primera zakljucujemo da

O Wik Wi
|

AT o]
0 0|~

O WI— W
oS o O
c

je jedan parcijalni {1}-inverz matrice H dat sa H(!) = [
zadatku 0.2 pokazali smo da je opsti {1}-inverz matrice H dat sa
—% +x1+ %xz +y1—2y2+z % - %xz —2y1+4y, -2z y1—2y+z
X = %—2x1—%xz+y2—22 —%+%xz—2y2+4z vy —27
X1+%X2+Z —%x2—2z z
Parcijalni {1}-inverz H") dobijamo iz opteg {1}-inverza X zax; = xo = y; =y, =z =0.

OJ

ey
Zadatak 0.11 Neka su date matrice A € R”™*" i B € R"*?. Dokazati da je [ 2(1) ] jedan {1}-

inverz matrice [ A B ] ako i samo ako je B-B").A=0i4-A).B=0.

(1)
Resenje. Matrica [ 2(1) ] je jedan {1}-inverz matrice [ A B ] ako i samo ako vaZzi:

(4 8] o | (4 B]=[a 8],
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Imamo:

A

(4 8] 5o |14 B) =

()
Potreban i dovoljan uslov da matrica [ g(l) ] bude jedan {1}-inverz matrice [ A B } je da vazi

matriéna jednakost [ A+B-B).A A-A).B+B |=[A B ], odnosnodavaziB-B)-A=0
iA-AD.B=0. O

Zadatak 0.12 Neka je A € R™" i A1) € R™™ jedan {1}-inverz matrice A. Dokazati da su za
proizvoljne matrice E € R™ i F € R"*™ sa

X=AU4+E_AD . A.E.A.-AV

y =AM .4.40 4 (In —A -A) E+F- (Im —A -A(U)

data dva {1}-inverza matrice A.

Resenje. Vazi:

A-X-A = A-(A(l)—i—E—A(l)-A-E.A-A(l))-A
= A-A(l)-A+A-E-A—(A-A(l)-A)-E(A-A(l)-A)
= A4+A-E-A—A-E-A=A

AY-A = A-(AD.AAD 4 (1, AV A) E4F- (I, —A-AD)).A
= A-ADAAD A+ A (I, —AD . A)-E-A+A-F- (I, —A-AD).A
= A-AD A+ (A-A-AV-A)-E-A+A-F-(A-A-AD . 4)
= A+(A—A)-E-A+A-F-(A—A)=A+0-E-A+A-F-Q=A.

O]
2 2 6

Zadatak 0.13 Data je simetricna matrica H = | 2 3 8 |. Odrediti bar jedan simetri¢ni
6 8 22

{1}-inverz matrice H.
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Resenje. Odredimo prvo opsti {1}-inverz matrice H.
(22 6/1 007 [2 2 6] 1 0 0]
23 8/0 10 01 2(-110
H|L 6 8 22/0 0 1| [0 2 4|-3 01
[13 } |10 o0 “ 1100
01 0 010
L0 0 1 1 Lo o1 |
(2 2 6/ 1 0 07 [2 —1 0] 4 =3 0] I -1 0 4 -3
01 2(-1 10 0 1 2[-1 10 O 1 1|-1 1
000/-1 21 _1]l0 o0o0-1-=21/|_/0 00-1 -2
1 00 — |1 00 = 10 0
0 1.0 0 10 0 10
L0 0 1 | 0 01 | 0 o0}
1 0 0] 4 =3 0] 1 0 0] 4 =3 07
0 0 1|-1 10 01 0|l-1 10
0O 00|-1 21| |00 0]-1 =21 [Ezp]
;5 0 50 0
0 10 0 0 1
Lo -4 I Loy _
0 ;7 0 3
0 o=1|0 0 1
! [0 5 —5
10 3 4 -3 0
X = 0 0 0 1 -1 10
0L I lx n[z] [-1 =21
(30 37T 4—y —3-2y1 »n
= |00 1 —1-» 1-2y,
| 0 % % | dx1—x2—z -3x1+x—-2z7 z
[ L@ —yitdn-n-2) YH(3-2-3m4m-22) Lini+2)
= dx; —x2—2 —3x1+x—22 Z
N leym 4t J(1-2m430-0+2) L(n-2)

Primetimo da iako je matrica H simetri¢na opsti {1}-inverz matrice H nije. Postoje parcijalni
{1}-inverzi matrice H koji su simetri¢ni i oni koji nisu. Matrica H se moZze blokovski zapisati kao:

-

2 2
3

8

6
8
2

2
6

Vazi da je rang(H) = rang(A) = 2. Na osnovu Zadatka 0.10 imamo da je jedan parcijalni {1}-

. . : A~
inverz matrice H matrica X = {T‘Q} =

smo iz opteg {1}-inverza X za x; =y =y
matrice A je simetri¢na, pa je i {1}-inverz X

jo§ jedan parcijalni {1}-inverz matrice H, X, =

-1
-t 1
0

5 0

—% . Dati {1}-inverz matrice H dobili
0/0

=7z=01x, = 1. Inverzna matrica A~! simetri¢ne

simetri¢an. Za x; = x, =y = yp = z = 0 dobijamo

, koji nije simetricna matrica.
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Sa druge strane, ako je X proizvoljan {1}-inverz simetri¢ne matrice H, onda je i X’ njen {1}-
inverz. Zaista, transponovanjem matri¢ne jednakosti H - X - H = H, dobijamo matri¢nu jednakost
HT.XT.HT = HT. Kako je H simetri¢na matrica vazi H = H”, odnosno H - X' - H = H. Odakle
direktno sledi da je X7 takode {1}-inverz matrice H.

Dalje, ako je X proizvoljan {1}-inverz simetri¢ne matrice H, onda je i % (X +XT) njen {1}-inverz.
Vazi, H- 5 (X+X") -H=3(H-X-H+H-X"-H). Matrice X i X" su {1}-inverzi matrice H,
paje s (H-X-H-+H-X"-H) = (H+H)=H. Odakle proizilazi da je 5 (X +XT) takode {1}-
inverz matrice H. Matrica % (X +X T) je simetri¢na matrica. Prema tome, za proizvoljan {1 }-inverz
X simetri¢ne matrice H simetri¢ni {1}-inverz date matrice Ce biti % (X +X T). 0]

I
Neka je A = [a;j]mxn € R™*" proizvoljna matricai P-A-Q =E, = [ﬁ?‘%] normalna forma

matrice A. matrice A je bilo koja matrica X koja zadovoljava jednaCinu X -A - X = X.
. . X X . . .
Svaka matrica oblika X = Q- 0 L - P, gde su Xp, X; i Xp matrice redom tipa r X r,
X, | Xo- Xy

rx (m—r)i(n—r)xr,zakoje vazi:
° on = Xp (matrica Xy je idempotentna)
e Xo- X1 =X
o Xo-Xo =X,

jeste {2}-inverz matrice A.
Zaista, vaZzi:

AX = 0| Kol X ] [ I ]O] 5[ K] X1 ]
XAX =05 XZ-XI}PP [@ @}Q Ak

_Q"Xo Xi 1[4L]0][X]| X p
a XXX | |0]0] [ XXX

[ X0 X| X
=20y @]{szz-xl]P

X3 [ XX ]'P_Q[XO Xi

: P=X.
L X0 Xo | X2+ X X | X5 X }

Moze se pokazati i obrat tvrdenja, tj. da se svaki {2}-inverz moze predstaviti u obliku proizvoda
X | X
X | X2-X)
matrice Xy, X; i X, redom tipa r X r, r X (m—r) i (n—r) X r za koje vazi Xg =X0, Xo- X1 =X; i
Xo| Xi
X | X2-X)
{2}-inverzu matrice A broj slobodnih parametaraje Ny =n-m—(n—r)-(m—r)=r(n+m—r).
Xo| Xi
Xo | X2 Xy

matrica Q - [ } - P, pri Cemu vazi Xg = Xp, Xo - X1 = X1 1 X2 - Xo = Xp. Za proizvoljne

X, - Xo = X» matricu Q- { } - P nazivamo matrice A. U opStem

Za konkretno izabrane matrice Xy, X; i X, matricu Q- [ ] - P nazivamo

matrice A.
. PXH e . .. I, | O
Nekaje A = [a; j] mxn € R proizvoljna matricai P-A-Q=E, = 00 normalna forma

matrice A. ili matrice A je bilo koja matrica X koja

I X1 ]
-P, gde
. g

zadovoljava jednaCine A-X-A=A 1 X-A-X =X. Svaka matrica oblika X =Q- [ % %X
2| X2
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su X; i X, proizvoljne matrice redom tipa r X (m—r) i (n—r) x r, jeste {1,2}-inverz matrice A.
MoZe se pokazati i obrat tvrdenja, tj. da se svaki {1,2}-inverz moze predstaviti u obliku proizvoda

I X
matrica Q- |— ! - P. Za proizvoljne matrice X; i X redom tiparx (m—r)i(n—r)xr

X2 | X2-X

_ L lox . . .
matricu Q - [ % 5 -le } - P nazivamo matrice A. U opstem {1,2}-
inverzu matrice A broj slobodnih parametara je Nj, =n-m—r*— (n—r) - (m—r) = r(n+m—2r).
. . . . r X .
Za konkretno izabrane matrice X; i X, matricu Q- ! - P nazivamo
Xo | X2-Xi
matrice A.
. . 11 .o . . .

Zadatak 0.14 Data je matrica A = [ 11 ; ] . Odrediti opsti {1,2}-inverz matrice A.

Resenje. Na osnovu Zadatka 0.1, opsti {1}-inverz matrice A je matrica:

1 0 —242x1—xp 3-—3x1+x
X=0- 0 1 -P= —2x1+x 3x1 —xp
X1 X2 1 —1
Data matrica je opsti {1,2}-inverz matrice A. O
1 23
Zadatak 0.15 Data je matricaA= | 4 5 6 |. Odrediti opsti {1,2}-inverz matrice A.
7 8 9

Resenje. Na osnovu Zadatka 0.2, opsti {1}-inverz matrice A je matrica:

Y
Z=| X1 X2 |- =X1y1+x
[ ]| 2 ] =
Opsti {1,2}-inverz matrice A je matrica:
1 0 |»n
X=0-10 1 |» P=
X xz‘xl)’l‘i‘xz)’z

1 -2 1 1 0 ¥ 1 00
0 1 —2]-] 0 1 2 I 30
0 0 1 X1 X | Xiy1 42Xy 1 -2 1

Zadatak 0.16 Data je matrica A = . Odrediti opsti {1,2}-inverz matrice A.

[\ RN anl SR \S)
—_— O = =
[NST \S R an s SN
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Resenje. Na osnovu Zadatka 0.3, opsti {1}-inverz matrice A je matrica:

0 1|yn ye
X=0-| 1 Ofyxn yn |-P.
AR

[ 21 22 } = [ X1 x2 ] [ i;i iz } = [ X1y +x2y21  X1y12 +X2y22 ]

Opsti {1,2}-inverz matrice A je matrica:

0 1 Y1 Y12
X=0-1 1 0 Y21 yn | -P=
X1 X \ X1y11 +X2y21 X1y12 +Xx2y22
0 1 0 0
00 1 1 0 yu Y12 1
0 0 Lo
10 2110 1 21 Y22 I -1 -3 0
01 0 X1 X | Xiyii+Xya1 Xy +xyn 0 -1 —1 1

[

Zadatak 0.17 Neka je A € R™*" realna matrica tipa m X n. Dokazati da je matrica X € R™"™
{1}-inverz matrice A ako i samo ako je A {2}-inverz matrice X.

Resenje. Matrica X je {1}-inverz matrice A ako i samo ako vazi A-X -A = A. Matrica A je {2}-
inverz matrice X ako i samo ako vazi A-X -A = A. Prema tome, matrica X {1}-inverz matrice A
ako i samo ako je A {2}-inverz matrice X. Odavde sledi i da je matrica X {1,2}-inverz matrice A
ako i samo ako je A {1,2}-inverz matrice X. O

Zadatak 0.18 Nekaje A € R™"1Y,Z € R proizvoljni {1}-inverzi matrice A. Dokazimo da
je matrica X =Y -A-Z jedan {1,2}-inverz matrice A.

Resenje. Matrica X je {1}-inverz matrice A ako i samo ako vaziA-X-A=A. VaziA-X -A =
A-(Y-A-Z)-A=(A-Y-A)-Z-A=A-Z-A=A. Matrica X je {2}-inverz matrice A ako i samo
akovazri X -A-X =X. Vazi (Y-A-Z)-A-(Y -A-Z)=Y-(A-Z-A)-(Y-A-Z) =Y -A-(Y-A-Z) =
Y-(A-Y-A)-Z=Y-A-Z=X. 0

Neka je A = [a;j|mxn € R™*" proizvoljna realna matrica tipa m x n i neka su P i Q realne

I
regularne matrice reda m i n za koje vazi P-A-Q =E, = [ (6) 8 ] . Neka su Si T matrice
S1 S T I\
—p.pl — T=0T.0=
5 |: S3 | S4 :| Q-0 Ty |’

gde su Sy, S, S31 84 matrice tiparxr,rx (m—r), m—r)xri(m—r)x(m—r),aTy, T, Tz i
T, matrice tipar x r, r x (n—r), (n—r) xri(n—r) x (n—r). Matrice S i T su simetricne. Zaista,
imamo

ST =(p-P) = (PT) .PT =pP.PT =5

T T
TT:(QT.Q) :QT.(QT) =0T.0=T.
Vazi i
ST=5 Si=$ ST=8 Si=8
'=n T/]=T T/=1 T =T.



14

Definicija 0.1.2 Za simetri¢nu matricu § € R™*™ kazemo da je ako za svaku
nenula matricu x € R™! vazi da je x” -§-x > 0.

2

m Primer 0.1 Matrica S = { 1

_; } je pozitivno definitna.

_ . . X "
Resenje. Zaista za svaku matricu x = [ ! } e R>*1, x% +x% # 0 vazi:
X2

x-S.x = [xl xz]-[_? _;}[;C;]:[le—xz —x1+2x2]-[2]

= [2x} —xix —xi+23] =[x+ (0 —x)? +3].

Kako je bar jedan od brojeva x; i x; razli¢it od nule vazi da je x% + (x1 — x2)2 —i—x% > 0, odnosno
imamo da je x-S x > 0, odakle odmah zaklju¢ujemo da je matrica S pozitivno definitna. 0

Propozicija 0.1.1 Neka su P € R™ i Q € R"*" regularne matrica reda m i n. Tada su simetricne
matrice T = QT -Qi S = P- P pozitivno definitne.

Dokaz. DokaZimo da je matrica T pozitivno definitna, analogno se dokazuje i za matricu S.
Potrebno je pokazati da za svaku nenula matricu x € R"*! vazi daje x” -7 -x > 0. Imamox” - T -x =
AT (Q7 Q) -x=(x"-Q")-(Q-x) = (Q-x)" - (Q-x). Oznatimo say = [y yz .. y,|| € R™!
proizvod matrica Q - x. Prema tome, x” -T-x =y7 -y = [ y% +y% +...+y2 ] . Kako je matrica Q
regularna i x nenula matrica sledi da je i y nenula matrica, a odatle da je y% + y% +.. 42 >0,
odnosno da je x” - T -x > 0, tj. da je matrica T pozitivno definitna. |

S1 S
Sz S4
S3 184 matrice tipar x r,rx (m—r), (m—r) xri(m—r)x (m—r). Tada je S regularna matrica
ivazidaje

Teorema 0.1.2 Neka je S = [ } € R™*™ pozitivno definitna matrica i neka su Sy, Sy,

(S1=8-8;"-83) " =857 80 (Sa—S5-87"- %)

SEES _ B
[_521‘53'(51—52'511'53) ! (S4—S3-SI_I-S2) ! |

L | O]

olo | normalna

Neka je A = [ajj|mxn € R™*" proizvoljna matrica i P-A-Q =E, = [

Si| %

S3 | S

rx(m—r), m—r)xri(m—r)x(m-r). matrice A je bilo koja matrica X koja
o s

X | X3

gde su Xy, X, i X3 proizvoljne matrice redom tipa r x r, (n—r) X ri (n—r) x (m—r), i za koju

forma matrice A. Neka je S=P- PT = [ }, gde su S, Sz, S3 1S4 matrice tipa r X r,

zadovoljava jedna¢inu (A-X)T = A-X. Svaka matrica oblika X = Q- [
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vazi (S1—S2-S,

1.83) X =Xo- (S1—S2-8;" - S3), jeste {3}-inverz matrice A. Zaista, vaZi:

T
X = (p1 [ O] o [ Ko HXo-SooSy' ] p)
= ([ o] e e [ R] ) -
T T
poi [ O o —Xo-$2-5." B\ _ (po1. Ko —XoS2-5y1 L) L
0 0 |x X; 0 0
pT. T 7P1T_PT{ %0 }PT 1_
(~Xo-5-57") O () _sylsyxt of )
x! © -1 x! ) -1
~1.p).pT. 0 A(PTY ' (pt.p)=p1.(P.PT). 0 (PP '.p=
(p~t.pP)-P [—5Z1'53'X0T ®] Py (pt-P)=pP 1. (P-PT) {—521'53"(5 o (p-PTy"".P
—1 —1
1[5 52} { x7 @} (SI*SZ‘SZI'S3> fs,*l.sy(srsg.s;l.sz) B
' v vT : B - -1 - -1 -
153 Sa] [=S5 -S3-X; O _541.53.(51_52.541.53> <S4—S3~S11-Sz)
_ -1
- —1 —1 —1
R O @} (s1-5:-5"-53) —S;1 5> (Sa—53-5,1-52) .
’ T —1 T : -1 -1 =
1S3-Xy —S4-S, -S3-Xy; O —521'53'(51—52'521'53) (54_53_51—1.5'2)
—1 -1
r —1 —1 —1
y (Sl—Sz-S;1~Sg)-XOT o| (51—52'54 '53) 1 =5 '52'(54—53'51 '52) _
I 0 O] |-s;1-55- (51 =557 55) (Ss=85-57"-52)
—1 —1
E —1 —1 —1
iy X0~(S1—S2-S;‘-Sg) 0| (51*52‘54 '53) ] =5 '52'(54*53'51 ]52) _
I 0 O] |-s;"55-(51-5:-5,"55) (50-55-57"-52)
) /0
p-l. Xo 7X0~<Sl Sy - S4 ) -1 -8y - (S4*S3~Sf1~52) P
O |
i -
p-l. Xo —Xo- (SQ—SZ 541 -S3- Sll Sz) (S4—Sg ) p=
O
r 1
p-1. Xo 7X0~S2~S4 (54753 Sll Sz) (54 S3 - S]I Sz) P=
1O |
~1 X —Xo- 858, p_p-1. X0 —Xo- 52 ;! p_
P o s P=pP % P=
1, O Xo —Xo-Sy-S;!
—1 (i n-1.n.120 079294 | p_ 4.
P o @} o' {Xz X } P=A-X.

Moze se pokazati i obrat tvrdenja, tj. da se svaki {3 }-inverz m
. Xo ‘ —X()'SQ'SZI
trica Q -
Q [ X5 ‘ X3

] - P, pri ¢emu vazi (Sl -85S

oZe predstaviti u obliku proizvoda ma-

2 18s) X =X (S1—82-5,"-83).

Za proizvoljne matrice Xo, X» i X3 redom tipa r xr, (n—r) xri (n—r) x (m—r) matricu

0. |:X0—X() Sy - S4

X, | X;
matrice A broj slobodnih parametara je N3y =n-m—r-(m—
Xo ‘ —Xo-S» 'SII
X> \ X3

} - P nazivamo

X, 1 X5 matricu Q - [ ] - P nazivamo

matrice A. U opStem {3}-inverzu

r). Za konkretno izabrane matrice Xo,

matrice A.

1
Neka je A = [aij]mxn € R™*" proizvoljna matricai P-A-Q =E, = [ﬁ?‘%} normalna forma

S
S3

AY)

matrice A. Neka je S = P-PT = [ S
4

(m—r)xri(m—r)x(m-—r).

], gde su Sy, Sz, S3 1S4 matrice tipar X r, r x (m—r),

matrice A je bilo koja matrica X koja zadovoljava
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L |-S-S,"
X, X;

X; proizvoljne matrice redom tipa (n —r) x ri (n—r) x (m—r), jeste { 1,3 }-inverz matrice A. Moze
se pokazati i obrat tvrdenja, tj. da se svaki {1,3}-inverz moZe predstaviti u obliku proizvoda matrica

jednagine A-X-A=Ai (A-X)" =A-X. Svaka matrica oblika X = Q- -P, gde suXsi

—_ . 71
Q- [ I | =55, ] - P. Za proizvoljne matrice X, i X3 redom tipa (n —r) X ri (n—r) x (m—r)

Xo X3

. L | —S,-S;" . . y
matricu Q- e X - P nazivamo matrice A. U opstem {1,3}-

2 3
inverzu matrice A broj slobodnih parametara je Ny3 = (n—r)-r+(n—r)-(m—r) = (n—r)m.
: . . . I | =8,-8;1 .
Za konkretno izabrane matrice X, i X3 matricu Q - [ Xr Si( 5 ] - P nazivamo
2 3
matrice A.
. . 1 1 .. . . .

Zadatak 0.19 Data je matrica A = [ 11 g ] . Odrediti opsti {1,3}-inverz matrice A.

Resenje. Na osnovu Zadatka 0.1, opsti {1}-inverz matrice A je matrica:

1 O —242x1—x2 3—3x1+x
X=0- 0O 1 ]|-P= —2x1+x 3x1 —xp
X1 X 1 —1
Data matrica je i opsti { 1,3 }-inverz matrice A. O

oo W N

1 3
Zadatak 0.20 Data je matricaA = | 4 6 |. Odrediti opsti {1,3}-inverz matrice A.
7 9

—

Resenje. Na osnovu Zadatka 0.2, opsti {1}-inverz matrice A je matrica:

X=0-

a matrica P je:

~
Il
p— O
|
W=
(e)

Prema tome, imamo:

PP =

—_ WA =

_52.541:_[

Opsti {1,3}-inverz matrice A je matrica:

1 -2 1 1 00
— 4 1
p=|0 1 -2 & 1o

0 0 1 1 -2 1
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Zadatalk 0.21 Data je matrica A = . Odrediti opsti {1, 3 }-inverz matrice A.

N O DN
[NS I \S R el b

1

1

0

1

Resenje. Na osnovu Zadatka 0.3, opsti {1}-inverz matrice A je matrica:
0 Tiyun »o

X=0-| 1 0|y yn |-P
Xt x| a1 o

a matrica P je:

0 1 0 0
o o 1o
_ 2
P= 1 -1 -2 0
0 -1 -1 1
Prema tome, imamo:
0 1 00 0 0 1 0 1 o(—-1 -1
1 1)1 _1
p.pT — 0 0 5 0 1 (1) -1 -1 | 0 7 1 5
1 -1 -2 0 0 5 -2 -1 -1 -1 6 3
0 -1 -1 1 00 0 1 -1 -3 3 3
I e 16 3 g1 3 -3
S e ]
-1 -1 1 3 -3 110 3
— . _]:— . — — —
st == 0 S s[5 el
Opsti {1,3}-inverz matrice A je matrica:
o 1]0 1 00 1 0 1[0 5 8 (1) (1)8
X=0-| 1 0/ o|.P=|10 —2 1 o/t o 1_1_30
X1 x2‘Zl 22 0 1 0 X1 XZ‘ZI 22 0 —1 -1 1
[l
. « . . .. I, | O
Nekaje A = [a,-j]mx,z € R™" proizvoljna matricai P-A-Q =E, = oo normalna forma

. . T | T . . .
matrice A. Nekaje T =Q7 -Q = [ Tl T2 ] ,gde su Ty, Tr, T3 i Ty matrice tipar x r, r X (n—r),
314

(n—=r)xri(n—r)xn-r). matrice A je bilo koja matrica X koja zadovoljava
X X

jednacinu (X -A)T = X -A. Svaka matrica oblika X = Q- [ — 0 ‘ ! } - P, gde su X,
~T, ' T5-Xo | X3

X1 i X3 proizvoljne matrice redom tipa r x r, r X (m—r) i (n—r) x (m—r), i za koju vazi X[ -

(T1 -1 T4_1 ‘Tg) = (T1 -1 T4_1 ‘T3) - Xo, jeste {4 }-inverz matrice A. Vazi i obrat tvrdenja, tj. da

Xo | X1 p

—1 ° )
~T, T3 Xo | X3

pri emu vazi XOT . (Tl -1 T471 -T3) = (Tl —T- T[l -T3) - Xo. Za proizvoljne matrice Xp, X1 i X3

. . . X X .
redom tipar X r,rx (m—r)i(n—r) X (m—r) matricuX = Q- [ —7=1 ~0T3-Xo X; ] - P nazivamo
4 3

se svaki {4 }-inverz moze predstaviti u obliku proizvoda matrica X = Q- [
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matrice A. U opStem {4 }-inverzu matrice A broj slobodnih parametara je Ny =
o _ln]
~T, T3 Xo | X3

n-m— (n—r)-r. Za konkretno izabrane matrice Xo, X» i X3 matricu Q- [

nazivamo matrice A.

Neka je A = [ajj]mxn € R™*" proizvoljna matricai P-A-Q =E, = [ (16) g ] normalna forma

| T
LT
(n—r)yxri(n—r)x(n-r). matrice A je bilo koja matrica X koja zadovoljava

L X
—T4_1 Ty ‘ X3 J
X; proizvoljne matrice redom tipa r X (m—r) i (n—r) x (m—r), jeste { 1,4 }-inverz matrice A. Moze
se pokazati i obrat tvrdenja, tj. da se svaki {1,4}-inverz moze predstaviti u obliku proizvoda matrica

matrice A. Nekaje T = Q7 -Q = [ ] ,gde suTy, T, T3 i Ty matrice tipa r X r, r X (n—r),

jednatine A-X-A=A i (A-X)" =A-X. Svaka matrica oblika X = Q- [ P gdesuXji

I, X . . . . . .
Q- [ — ‘ L_| . P. Za proizvoljne matrice X i X3 redom tipa r x (m—r) i (n—r) x (m—r)
T, T3 | X3
. L X . : y
matricu Q - = - P nazivamo matrice A. U opStem {1,4}-
~T, T3 | X3
inverzu matrice A broj slobodnih parametara je Ny 4 =r-(m—r)+(n—r)-(m—r)=n-(m—r).
. . . . I, X .
Za konkretno izabrane matrice X; i X3 matricu Q - { — ‘ ! ] - P nazivamo
-7, 1T ‘ X3

matrice A.
1 1 3

Zadatak 0.22 Data je matrica A = [ 11 2

] . Odrediti {1,4}-inverz matrice A.

Resenje. Na osnovu Zadatka 0.1, {1}-inverz matrice A je matrica:

1 0 —242x1—x3 3—3x1+x
X=0-| 0 1| -P= —2x1+xp 3x1—x2 |,
X1 X2 1 -1
a matrica Q je:
1 0 —
o=1(00 1
0 1
Prema tome, imamo:
1 00 1 0 —1 1 0| -1
or.0= 0 0 1 00 1|= 0 1] 0
-1 1 0 0 1 0 -1 0] 2

n=(-1 0] n-p 7|

“rtm=- 3] -1 0)=[4 o]

{1,4}-inverz matrice A je matrica:

10 -1 3
X=0-|0 1|-P=| -1 3
10 1 -1
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Zadatak 0.23 Data je matrica A = . Odrediti {1,4}-inverz matrice A.

oo O

1
1
0
1

N O DN

Resenje. Na osnovu Zadatka 0.3, {1}-inverz matrice A je matrica:

0 1|yn yn
X=0-| 1 O0|yy yn |-P
Xt n| a2

a matrica Q je:

00 1
o=1|10 -2
0 1 0
Prema tome, imamo:
0 1 0 00 1 1 0|-2
ol-o=10 01 10 2= 01| 0
1 -2 0 0 1 0 -2 0 5

n=(-2 0] n-p5 7'

Tt h=- 5] -2 0]=[% o]

{1,4}-inverz matrice A je matrica:

0 1 |yu »yo
X=0Q-| 1L Olyn yn |-P
20l a 2
O
-ov inverz matrice A je matrica X koja zadovoljava sistem Penrose-ovih jed-
nacina:
1) A-X-A=A
2) X-A-X=X

3 A-X)T=A-X
@ X-AT=X-A.

, : I ~S,-8," . .

Svaka matrica oblika X = Q- [ — T4_r1 T, I % S;- 5 I } - P, jeste Moore-Penrose-ov inverz
matrice A.
Zadatak 0.24 Data je matrica A = [ i i ; ] . Odrediti Moore-Penrose-ov inverz matrice A.
Resenje. Na osnovu Zadataka 0.1, 0.14, 0.19 1 0.22 Moore-Penrose-ov inverz matrice A je matrica:

10 -1 3

X=0-|0 1[|-P=| -1 3
30 1 -1
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Odrediti Moore-Penrose-ov inverz matrice A.

< © A AN
—_— e O -

AN ANO AN

Resenje. Na osnovu Zadatka 0.3, 0.16 , 0.21 1 0.23 Moore-Penrose-ov inverz matrice A je matrica:

Zadatak 0.25 Data je matrica A

Odrediti Moore-Penrose-ov inverz

7

= ~1

Zadatak 0.26 Data je matrica A

matrice A.

Resenje.

-2 10

-1

1 2

1

0

0
1
0

0

1

2l

0
0

1

710

-1

-210 0 1

1
0
0

00 01

1 00O

0010

0001

-2

1 00

0

—3 7]

-2 0

-3

-1 0

0

0

010

0

-2 00

1

2l

AN — O O

S O O -

S O — O

—_ o O O

{1}-inverz matrice A je matrica:
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AT PR N
=019 0 1| P5lo10 o 0 0 1 _i’(l)_i
x| X2 X3 0 01 0 X1 X2 X3
1—2? —2;(2 _2f 5 1 _a
. 1 2 3 B B
= 0 1 0 .
L 0 0 1
——5+10X1+6XQ—2)C3 1—2x1 —2xp —4+48x1+2x —2x3
B —5x1 —3x2+x3 X1 +x2 —4x1 —xp +x3
- -3 1 -1
I 1 0 1
{1,2}-inverz matrice A je opet matrica Xj.
{1,3}-inverz matrice A je takode matrica X.
Odredimo {1,4}-inverz matrice A.
1 000 1 0 0 =2 1 0 0 =2
o".0— 0010 0co0oo0 1| | 010 O
- 0 0 01 010 0] 001 O
-2 1 00 001 O -2 0 0 5
1
Ti=[-2 0 0] Ty=I[5 T;le
~1 _ 72
“rtm=- |3 -2 0 0]=[% 0 0]
1 00
010
X = 0199 |F
% 00
-1 L1 _4
3 3
_ |25 -5
-3 1 -1
1 0 1
Moore-Penrose-ov inverz matrice A je matrica Xy4. O
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